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Forord  
 
Steffen Lauritzens artikel "Thieles talmønstre - gulvfliser og komplekse heltal" 
er skabt på baggrund af et uforligneligt detektivarbejde, som foregik i efteråret 
2002 på Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet. Det startede med 
en anekdote fra en århusiansk gymnasielærer og endte med at afdække 
endnu en facet af T. N. Thieles virke. Det hele drejer sig om matematisk kunst 
og om et marmorgulv i det tidligere Hafnia hovedsæde på Holmens Kanal nr. 
9. 
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Hvorfor denne artikel?

For nylig lykkedes det mig at færdig-
gøre en bog om danskeren T. N. Thie-
le (1838-1910) og hans pionerindsats
indenfor statistikkens teori og meto-
de (Lauritzen 2002).

Mens jeg lagde sidste hånd på
værket, stødte jeg på et referat af et
foredrag, som Thiele havde holdt ved
de Skandinaviske Naturforskeres
Møde i København i 1873 (Thiele
1874). Her beskrev Thiele, hvordan
egenskaber ved komplekse heltal
kunne repræsenteres som smukke
mønstre, og han fremførte så den på-
stand,

”...at der endog gives en Kunstart,
i hvilken Mathematikken selv,
uden at iklædes en lunefuld
Fantasis udfyldende og
tilslørende Dragt, kan frembringe
fuldt færdige Billeder, der neppe
ville blive betegnede som stive og
kedelige.”

Ved foredraget havde Thiele omdelt
billeder af de komplekse primtal og
andre mønstre, som vil blive nærme-
re omtalt senere i denne artikel.

Otto Larsen,  en århusiansk gym-
nasielærer som i sin tid havde haft
Thiele som lærer på Universitetet,
skrev i sine ”Universitetsminder” fra
1954, at Thiele havde fået lavet en
kakkelovnsskærm til sit hjem efter et
sådant talmønster, og at flisemønstret
i et af gulvene i Hafnias hus på Gam-
melholm også blev konstrueret på
denne måde.

Min nysgerrighed var vakt! Kak-
kelovnsskærmen kunne nok ikke op-
drives længere, men gulvet måtte jeg
absolut se, hvis det stadig fandtes. En
henvendelse til Jan  Parner,  Codan
A/S, resulterede i et besøg i Hafnias
tidligere hovedsæde (nu overtaget af
Codan), og det stod omgående klart,
at gulvet i forhallen i hvert fald ikke
var helt almindeligt. På den anden
side var det heller ikke direkte ma-
gen til nogle af de mønstre, som var
aftrykt i Thieles foredrag, så der var
et mysterium, som krævede sin løs-
ning.  På bagsiden af dette nummer
af Matilde ses et fotografi af gulvet.

Hvem var Thiele?

Thorvald Nicolai Thiele blev født i
København den 24. december 1838 og
døde den 26. september 1910 i en al-
der af 71 år. Thiele blev kendt som
astronom, aktuar, matematiker og
statistiker. Han var professor i astro-
nomi ved Københavns Universitet fra
1875 til 1907 og samtidig direktør for
Universitetets Astronomiske Obser-
vatorium.

Thiele var initiativtager og med-
stifter både af Dansk Matematisk For-
ening, som blev stiftet i 1873, og af

Dansk Aktuarforening, som blev stif-
tet i 1901.  Han var også medstifter af
Danmarks første private livsforsik-
ringsselskab Hafnia (stiftet 1872) og
beklædte stillingen som matematisk
direktør der indtil 1901. Han var des-
uden formand for Hafnias bestyrelse
fra 1903 og indtil sin død i 1910. Ved
Thieles 70 års fødselsdag fik Dansk
Aktuarforening slået en guldmedal-
je til hans ære. Denne medalje findes
i dag i London på museet hos Insti-
tute of Actuaries.

Thiele og tallene

Thiele havde en svær bygningsfejl på
begge øjne og blev til sidst næsten
helt blind, så det var meget pinefuldt
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for ham at virke som observerende
astronom. Måske var det derfor, at
han slog sig på den mere teoretiske
side af astronomien, ”Iagttagelseslæ-
ren”, eller den teoretiske statistik, som
vi ville sige i dag. Thieles bidrag til
statistikkens teori og metode er usæd-
vanligt originale og dybtgående, og
han må regnes blandt fagets største
pionerer, selvom flere af hans vigtig-
ste bidrag var så langt forud for de-
res tid, at de gik i glemmebogen og
måtte genopdages af andre på et se-
nere tidspunkt. Hans hovedværk er
utvivlsomt hans avancerede lærebog
i statistik (Thiele 1889) selv om hans
artikel om analyse af observationer
indsamlet over et tidsforløb (Thiele
1880) om muligt er endnu mere ori-
ginal.

I sit virke som aktuar var Thiele
også banebrydende såvel på det teo-
retiske som på det praktiske område,
mens det er uklart for mig, hvorledes
hans rent matematiske arbejder skal
vurderes, og det samme gælder hans
indsats indenfor astronomi.  Han har
skrevet en talteoretisk afhandling
(Thiele 1886) hvis indhold jeg ikke
kan bedømme, og der er vist noget,
der hedder ”Thiele oscillationer” i
teorien for kædebrøker, som var et af
Thieles yndlingsemner.

Men der er ingen tvivl om, at hans
virtuositet og genialitet først og frem-
mest kom til udtryk i forbindelse med
alt, hvad der havde med tal og bereg-
ninger at gøre. J. P. Gram skriver i sin
nekrolog over Thiele fra 1910, at Thie-
le var den første dansker som anskaf-
fede og brugte en regnemaskine.
Thiele forsøgte ihærdigt (men uden
held) at få oprettet et professorat i
”regnende matematik”, eller  ”scienti-
fic computing”, som vi nok ville kal-
de det i dag. I samarbejde med H. G.
Zeuthen og H. Valentiner medvirke-
de Thiele til, at Caspar Wessels af-
handling om de komplekse tal blev
oversat til fransk. Thiele bemærkede,
at kvadrattallene 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49,
64, 81, 100 delte menneskelivet i na-
turlige perioder. Blandt hans mere
usædvanlige synspunkter kunne
man finde, at alle først burde lære at
regne i 4-talsystemet, hvor man så
senere kunne gå videre til base 16 og
endelig til base 64 for de virkeligt vi-
derekomne. Han udarbejdede faktisk
tabeller over logaritmer med grund-
tal 4 til brug for Hafnias beregninger.
Af mange samtidige blev Thiele ty-
deligvis opfattet som lidt af en talmy-

stiker, omend jeg ikke selv har læst
noget af ham, der peger i den retning.

Komplekse heltalsringe og
kvadratiske rester

Thieles mønstre er alle baserede på
komplekse heltalsringe. De fleste
mønstre er lavet over ringen af gaus-
siske heltal  d.v.s. tallene af

form  , hvor  er reelle
heltal. Andre mønstre er lavet over

ringen af eisensteinske heltal ,

d.v.s. tallene af form , hvor
  er reelle heltal og

For at lave mønstre med de gaus-
siske heltal opdeles planen i små kva-
drater med sidelængde 1, så tallet

 svarer til et kvadrat med cen-
trum  og sider parallelle med
koordinatakserne, alt med hensyn til
et sædvanligt, rektangulært koordi-
natsystem. Mønstrene opstår ved at
give hvert felt en bestemt farve, alt
efter om det tilsvarende tal besidder
en given egenskab. For eksempel la-
vede Thiele på denne måde et bille-
de af de gaussiske primtal, altså tal

 som kun kan skrives som et
produkt  af andre gaussiske
heltal når en af faktorerne er en en-
hed . Det kan vises,
at et naturligt primtal per et gaussisk
primtal hvis og kun hvis

. For eksempel er

 ikke et gaussisk
primtal, mens 7 er.

For at lave mønstre med de eisens-
teinske heltal skal planen i stedet op-
deles i regulære sekskanter og de to
nederste af de mønstre, som er afbil-
det i referatet af Thieles foredrag, er
lavet på denne måde.

De afbildede mønstre er alle ba-
seret på såkaldte kvadratiske rester.
Et tal siges at være kvadratisk rest
modulo c, hvis der findes et tal

Man kan for-

tolke dette med hensyn til forskelli-
ge heltalsringe. Tilfældet med reelle
heltal er klassisk og er beskrevet i
næsten enhver lærebog om talteori.
Det blev blandt andet studeret i de-
taljer af Gauss, men mange andre
matematikere har haft fingre både i
det reelle og i det mere generelle til-

fælde. Legendresymbolet  defi-

neres til at være 0, hvis c går op i d,
det har værdien 1, hvis d er kvadra-
tisk rest modulo c  og -1 , hvis det
ikke er tilfældet. Programmet
MAPLE har en funktion, quadres,
som beregner dette symbol i tilfældet
med reelle heltal. Hvis c er et ulige
primtal som ikke er divisord i d gæl-

der  For

ulige primtal d og e gælder endvide-
re Gauss’ reciprocitetslov, også kendt
som “talteoriens juvel”:

Kvadratisk reciprocitet for Gaus-
siske heltal blev først studeret af Di-
richlet omkring 1835.

Thieles mønstre med grundtal c
opstår ved at man farver feltet sva-
rende til tallet d, hvis og kun hvis

 Hvis  c går op i d gives fel-

tet en afvigende farve. Thieles fem
billeder svarer på denne måde (reg-
net ovenfra og fra venstre mod høj-
re) til grundtallene
 
hvor de to sidste er eisensteinske hel-
tal, mens de andre er gaussiske hel-
tal. Det skal bemærkes at grundtalle-
ne for alle disse mønstre er primtal.
Mønstre baseret på sammensatte tal
har generelt færre farvede felter. Det
skyldes, at hvis c=ab gælder trivielt

og det omvendte er tilfældet, hvis a
og b er indbyrdes primiske. Så møn-
stre for sammensatte tal dannes som
fællesmængder af  primtalsfaktorer-
nes mønstre.

Min kollega Søren Buhl har skre-
vet et program i det statistiske pro-
grammeringssprog R, som hurtigt
beregner sådanne billeder, se eksem-
pler nedenfor. Programmet kan hen-
tes på adressen http://
www.math.auc.dk/~slb/kurser/
basmat-02/software/tile.R og stati-
stikpakken R kan hentes på http://
www. R-project.org/, hvis nogen
skulle have lyst til at prøve selv.

Ved hjælp af dette kan man more
sig med at tegne mange flotte bille-
der, se eksemplerne nedenfor. Man
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kan ikke undgå at bemærke, at bille-
derne har en række iøjnefaldende
symmetri- og andre egenskaber, af-
hængig af hvilket grundtal, der bru-
ges til konstruktionen. Sommetider er
hele diagonalen farvet, sommetider
er hele den reelle og den imaginære
akse farvet. Hvis grundtallet er ikke
er reelt eller rent imaginært, optræ-
der spirallignende strukturer, o.s.v.
Det overlades med stor fornøjelse til
læseren at undersøge teoretisk, hvor-
når disse fænomener optræder og
hvorfor.

Er Thieles mønstre originale?

På nuværende tidspunkt kender jeg
ikke svaret. Thiele angiver ingen kil-
der i sit foredrag, men det var ikke
usædvanligt for ham at undlade det-
te. Af snørklede veje er jeg stødt på et
referat af et foredrag, som nordman-
den O.- J. Broch holdt i 1874 i l’Asso-
ciation Française pour l’avancement
des sciences om Thieles mønstre. Her
fremstilles det, som om Thieles på-
fund er originalt og Broch angiver en
række eksempler på mønstrene.

Men jeg er også stødt på en hen-
visning til en bog (Lucas 1867) af den
samtidige franske matematiker
Edouard Lucas (1842-1891), hvor tit-
len kunne antyde, at denne havde lig-
nende ideer. Om Thiele har kendt til
Lucas’ arbejde eller ej, står under alle
omstændigheder hen i det uvisse.
Desværre er det i skrivende stund
ikke lykkedes mig at komme i nær-
heden af et eksemplar af Lucas’ bog,
så jeg har ikke kunnet undersøge,
hvad den mere præcist indeholder.

Hvad forestiller gulvet i
Hafnia?

Selvom man nu har et billede af gul-
vet i Hafnias bygning foran sig, er der
et stykke vej til at afgøre, hvordan det
er konstrueret, og om det overhove-
det er konstrueret som beskrevet
ovenfor.

Da jeg i efterårssemestret 2002
skulle være projektvejleder på basis-
uddannelsen, var det derfor naturligt
at foreslå et projekt om talmønstre. De
studerende skulle gerne have et pro-
jektemne som kunne aktivere dem,
som lå indenfor deres matematiske
rækkevidde umiddelbart efter gym-
nasieskolen, som gerne måtte være
lidt spændende, og hvor de ikke kun-
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ne undgå at lære både noget matema-
tik og noget om den matematiske ar-
bejdsproces. I sagen om talmønstre-
ne startede studenter og vejleder stort
set på samme sted, nemlig på bar
bund. Til min store glæde var der ik-
ke mindre end tre projektgrupper
med i alt 19 studerende som bed på
krogen, og der måtte hidkaldes hjælp
fra to kolleger (Poul Svante Eriksen
og Hans Hüttel) for at alle grupper-
ne kunne få en vejleder.

Min glæde blev ikke mindre, da
det i løbet af november måned lyk-
kedes min egen projektgruppe at lø-
se gulvets gåde, i hvert fald delvist.
Konkret var det en enkelt af de stu-
derende (Thomas Ellebæk) , som til
slut ved hjælp af empiri og systema-
tisk ihærdighed kunne identificere, at
gulvet på den ovenfor beskrevne
måde var et billede af de kvadratiske
rester for det komplekse primtal 71.
Der er dog et par modifikationer, som
jeg skal komme tilbage til. Det viste
billede af de kvadratiske rester mo-
dulo 71 er beregnet ved hjælp af Sø-
ren Buhls program.

Nu kunne jeg så ærgre mig grun-
digt over ikke at have gættet på dette
tal fra starten. Hafnias bygning blev
påbegyndt i 1910 og stod færdigt i
1912. Talmystikeren Thiele var netop
71 år gammel i 1910, som også blev
hans dødsår. Så gulvet markerer uden
tvivl hans egen alder på det pågæl-
dende tidspunkt. Om Thiele ligefrem
selv har vidst, at det skulle blive hans
gravmæle, er vel tvivlsomt, men det
er dog tankevækkende.

Men hvori består modifikationer-
ne? Jo, for det første er Hafnias gulv
trefarvet, idet de farvede fliser i møn-
stret enten er røde eller grønne. Det

er hverken lykkedes de studerende
eller de involverede vejledere, at fin-
de ud af, hvad forskellen er på de rø-
de og grønne felter. Så det forbliver
en udfordring til foreningens med-
lemmer. Men herudover er der i alt 9
fliser, som ikke ligger korrekt i for-
hold til det beregnede mønster.

Den ene af disse bryder mønstrets
symmetri. Mønstret er symmetrisk
omkring de to hovedakser og de to
hoveddiagonaler i forhallen. Men
hvis koordinatsystemet orienteres
således, at førsteaksen går vinkelret
på fotografens synslinie og andenak-
sen peger væk fra kameraet, er flisen
med koordinater (25,45) farvet rød,
mens alle spejlinger af denne flise i
symmetriakserne er ufarvede. Nu si-
ges det at være en gammel tradition
blandt fliselæggere, at der skal være
en enkelt fejl i sådant et gulvmønster
for at det ikke skal bringe uheld over
bygherren. Det er efter al sandsynlig-
hed forklaringen på den enkelte for-
kerte flise.

De resterende 8 ukorrekte fliser
består af flisen med koordinater
(27,35) og de syv spejlbilleder af sam-
me. De tilsvarende komplekse tal er
kvadratiske rester modulo 71, men er
ikke farvede i gulvet. Igen er det
uklart, hvad forklaringen er. På grund
af symmetrien kunne det i princippet
være en fejl i Thieles beregninger, som
derefter er blevet spejlet 7 gange, men
Thiele lavede nu meget sjældent fejl.

Fejlen er snarere opstået under
byggeprocessen. Det ville i hvert fald
være menneskeligt, og siden symme-
trien ikke er brudt, bemærker man
næppe noget, medmindre man er
usædvanlig skrap til hovedregning
med komplekse kvadratiske rester.

Hvad nu?

Der er flere løse ender i denne sag.
Dels kunne det være morsomt at se,
hvordan man i dag ville lave en
egentlig talteoretisk undersøgelse af
den slags mønstre og deres symme-
triegenskaber, samt algoritmer til at
konstruere dem. Dels er der stadig
gåden om de grønne og de røde fel-
ter, som kræver en løsning. Men no-
gen må også på jagt i Hafnias kældre
efter papirer, som beskriver, hvorle-
des mønstret rent konkret blev bereg-
net i sin tid. Der findes papkasser
med papirer fra byggesagen, men
endnu er der ikke fundet noget i dem,

som direkte vedrører gulvet i forhal-
len.

Under alle omstændigheder er det
fantastisk i sig selv, at der findes så-
dan et stykke matematisk kunst i
Danmark. Det bør sikres, at gulvet og
dets historie ikke går til.

Tak

En tak til alle, som har hjulpet mig på
den ene eller den anden måde med
denne sag. Bjarne Toft fik fat i Thie-
les foredrag til mig, Johan P. Hansen
og Martin Raussen har hjulpet mig
med talteoretisk litteratur, og Anders
Hald havde franske forbindelser.
Mange andre er allerede nævnt direk-
te i selve artiklen. Uden deres hjælp
og indsats var jeg ingen vegne kom-
met. Søren Buhl skal nævnes specielt,
både for hans uvurderlige program
og for præcise kommentarer til den-
ne artikel.
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